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[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimizacao de AFD SIN 131 — Introduc&o a Teoria da Computacgdo (PER-3)

* Minimizacao de um AFD
— lgualdade de LRs
— Minimizacao de um Autémato Finito
— Pré-requisitos do algoritmo de minimizacao
— Algoritmo de minimizacao
— [EX] Algoritmo de minimizacao
* Propriedades das LRs
— Operacoes fechadas sobre as LRs
— Unido e concatenacao
— Complemento
— Interseccao
e Qutras propriedades
— LR é finita, infinita ou vazia
— [EX] LR finita, infinita ou vazia
— lgualdade de LRs
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Outras propriedades
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Outras propriedades

* AFD Minimo ou Autémato Finito Minimo
— AFD equivalente, com o menor nimero de estados possivel.

* Minimizacdao em algumas aplicacdes especiais:
— Nao necessariamente o menor custo de implementacao.

— [EX] circuitos ldgicos ou redes ldgicas:

* Pode ser desejavel introduzir estados intermediarios de forma a
melhorar eficiéncia ou facilitar ligacdes fisicas.

— Prever variaveis especificas da aplicacao.

* Automato finito minimo é uUnico
— A menos de isomorfismo;
— Diferenciando-se, eventualmente, na identificacao dos estados.
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Outras propriedades

e Algoritmo de minimizacao:
— Unifica os estados equivalentes.

* Estados equivalentes:
— Processamento de uma entrada qualquer;
— A partir de estados equivalentes;
— Resulta na mesma condicao de aceitacao.

 [DEFINICAO] Estados Equivalentes:
- M=(Z,Q, 6, q, F) € um AFD qualquer:
— g e p de Q s3o Estados Equivalentes sse, para qualquer w € 2 *
6(q,w) e 6(p,w)
— resultam simultaneamente em estados finais, ou nao-finais.
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Outras propriedades

* Seja L uma linguagem regular.

— O Automato Finito Minimo é um AFD Mm:

Ivlm = (Z) Qm; 6ml qOml Fm)
— Tal que ACEITA(M, ) = L.

* Para qualquer AFD M = (2, Q, §, q,, F) tal que ACEITA(M) =L
#Q > #Q,,
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e Autdmato Finito Deterministico.
— Todos os estados alcancaveis a partir do estado inicial.
— Funcao programa total.

e (Caso nao satisfaca algum dos pré-requisitos:

— Gerar um autdmato deterministico equivalente;
* Algoritmos de traducao apresentados nos teoremas.

* Eliminar estados inacessiveis (e transicoes)

* Funcao programa total:
— Introduzir um estado nao-final d;
— Incluir transicdes nao-previstas, tendo d como estado destino;
— Incluir um ciclo em d para todos os simbolos do alfabeto.
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 |dentifica os estados equivalentes por exclusao.

* Montar uma Tabela de Estados:
— Marcar os estados nao-equivalentes.

— Entradas nao-marcadas:
» S3o estados equivalentes.
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Algoritmo de Minimizagao

* Seja M = (zl Q; 6/ qOI F)
— AFD que satisfaz aos pré-requisitos.

~ a1
* Construcao da tabela:
gz
M ={q,, a1, Ay -+ A
An
d
do a1 nmm On-1 On
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Algoritmo de Minimizagao

* Marcagao dos Estados Trivialmente Nao-Equivalentes:

— Pares do tipo { estado final, estado nao-final }
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Algoritmo de Minimizagao

Para{q, q, } ndo-marcado e a € %, suponha que
6(a, a)=p, e olq,a)=p,

* pu=pv
— qu é equivalente a qv para a: ndo marcar.

pu # pv e { pu, pv } ndo esta marcado

— {qu, qv } incluido na lista encabecada por { pu, pv }.
 pu#pve{pu, pv}estd marcado

— {qu, qv } ndo é equivalente: marcar.

— Se { qu, qv } encabeca uma lista:
* Marcar todos os pares da lista;
* E, recursivamente, se algum par da lista encabeca outra lista.
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Algoritmo de Minimizagao

* Pares nao-marcados sao equivalentes:

— Equivaléncia de estados é transitiva;
— Os pares de estados nao finais equivalentes.
e geram um unico estado nao final.
— Pares de estados finais equivalentes
* geram um unico estado final.
— Se algum dos estados equivalentes é inicial
* O estado unificado é inicial.
— Transi¢cdes com origem (destino) em um estado equivalente
» origem (destino) no estado unificado.
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Algoritmo de Minimizagao

e g € um estado indutil se:
— E n3o-final;
— A partir de q nao é possivel atingir um estado final.

* O estado d (se incluido) sempre é inutil.

* Excluir as transicoes com origem ou destino em estado
inutil.
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Algoritmo de Minimizagao
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Algoritmo de Minimizagao

* Passo 1
— Construcao da tabela

s | X * Passo 2

— Marcacao dos pares { estado final, estado
@ | X nao-final }
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Algoritmo de Minimizagao

* Analisando o par {q0, q4}:
— Paraa: 6(q0, a) = g2 e 6(g4, a) = g3, entdo {g2, q3}

q1 X

@ [ X | ——> {q0, g4}

* {92, g3} é ndo-marcado...

@ | X —> {q0, q4}
— Incluir {q0, g4} nas listas de {92, q3}. . < | % | =
— Parab: 8(q0, b) =ql1 e 6(g4, b) = g2, entdo {q1, q2} . | x| =

* {g1, g2} é ndo-marcado... o |5 | @ @ | @
— Incluir {q0, g4} na listas de {q1, g2} .

 Analisando o par {q0, g5}: > {40, 95}
a | X qu, q

— Paraa:§(q0,a) =q2 e §(q5, a) = g2, entdo {42, g2} — —t—> {q0, g4}
* {2, g2} é trivialmente equivalente... o | 5 —> {q0, g4}
— Nada a fazer. a5 X | x| x
— Parab: 6(q0, b) =ql e (g5, b) = g3, entdo {q0, g5} x | x| x
* {g1, g3} é ndo-marcado... w | @ |@|a|w

— Incluir {q0, g5} na lista de {g1, q3}.
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Algoritmo de Minimizagao

* Analisando {g1, g2}: —> {q1, q2}
— Paraa:8(ql,a)=qled(q2, a) = g4, entdo {q1, g4} || |[— {a0,a5}
* {q1, g4} é marcado = marcar {q1, q2}. w |[x ||[@T™ {40 a4}
— {q1, g2} encabeca lista: marcar {q0, q4}. w |[x —> {q0, q4}
— {q0, g4} ndo encabeca lista: interrompe o processo. o |lo| x | x |
— Parab: 6(g2, b) =95 e 6(q1, b) = q0, entdo {q0, q5}
+ {q0, g5} é ndo-marcado... ® XX
— Incluir {g1, g2} na lista de {q0, g5}. G0 | qu | G2 | G [

* Analisando {g1, g3}:

— Paraa: 6(ql, a) =qle 6(g3, a) = g5, entdo {g1, g5} T ; Eg;’ g;i
* {91, g5} é marcados = marcar {q1, q3} = {qol a4}
— {q1, g3} encabega lista: marcar {q0, g5} “ 1 ® '
— {q0, g5} encabeca lista: marcar {q1, g2} o | |'®| T {a0, a4}
— {q1, g2} encabega lista: marcar {q0, q4}. “ @] x| x| x
— {q0, g4} ndo encabeca lista: interrompe o processo. 2| % [ x | x
— Parab: 8(g3, b) =94 e 6(ql, b) = q0, entao {q0, q4}
+ {90, g4} é marcado: marcar {q1, q3} A T I I

— {q1, 93} encabeca uma lista: (ver acima)
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Algoritmo de Minimizagao

* Analisando {g2, q3}: ———> {q1, q2}
0
— Paraa: §(q2, a) = g4 e §(g3, a) = g5, entdo {g4, q5} X __>> a0, a5}
. _ _ . « |[x ||gT> a0 a4}
— Parab: 8(q2, b) = q5 e 6(q3, b) = g4, entdo {q4, 5}  — - o > (@00
* {94, g5} é ndo-marcado
— incluir {g2, g3} na lista de {g4, g5} 1 Bl el e
B e o | @] x| x| x| T {92,a3}
do a1 q2 a3 a4

+ Analisando {g4, q5}: ) x—_>> Eg(l): ggi
— Paraa: 6(g4, a) =q3 e 6(q5, a) = g2, entdo {g2, 93} = || [lgT {q0, g4}
— Parab: 8(g4, b) = g2 e 6(g5, b) = g3, entdo {q2, q3} o |[x [lg| —T {a0, a4}, {a4, a5}
* {g2, g3} é ndo-marcado w [l x | x| x
— Incluir {q4, g5} na lista de {g2, q3} o |®| x| x| x| —T> {42093}
w |a | e |@|e
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Algoritmo de Minimizagao

ar | X |y > {do, 9s}

@2 | X ||&® P {do, qa}

| X ['® > {qo, q4} === {q4, 5}
au | ®| X | X | X

as | | X | X | X il {ql2, 43}

do a1 g2 a3 44
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Algoritmo de Minimizagao

* Passo4.{q,, q5;}e{q, qs}sdo nao-marcados
— 0,3: unificagao dos estados g, e qs;.

— 0,5: unificagao dos estados finais g, e q..

a | X P {qo. s}

a2 | X ||® P> {do. a4}

s | X |'® > {0, G4} =—> {q4, s}
u | ® | X | X | X

s | ®| X | X | X st {0J2, 3}

Yo g1 g2 a3 Q4
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Algoritmo de Minimizagao

e AFD e AFD Minimo
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Algoritmo de Minimizagao

e Teorema: Autdmato Finito Minimo

— O autdmato construido usando o algoritmo de minimizacao
* AFD com menor numero de estados que aceita a linguagem

e Teorema: Unicidade do Autdémato Finito Minimo

— AFD minimo de uma linguagem é unico
* A menos de isomorfismo
» Usual ser referido como o (e ndo como um) autébmato minimo.

e |somorfismo de AFD:

» Diferencia-se, eventualmente, na identificacdo (nome) dos
estados

Prof. Jodo Fernando Mari ( joaof.mari@ufv.br )



[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimiza¢do de AFD SIN 131 — Introdugdo a Teoria da Computagdo (PER-3)

Prof. Jodo Fernando Mari ( joaof.mari@ufv.br )

[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimizacao de AFD SIN 131 — Introduc&o a Teoria da Computacgdo (PER-3)

* Operacoes sobre LR podem ser usadas para:

— Construir novas linguagens a partir de linguagens
conhecidas:

* Algebra de LR.
— Provar propriedades e construir algoritmos.

e Classe de Linguagens Regulares é fechada para:
— Uniao;
— Concatenacao;
— Complemento;
— Interseccao.
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Operagdes fechadas sobre as LR

* Decorrem trivialmente da definicao de expressao regular
(ER).
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Operagdes fechadas sobre as LR

e Suponha L uma LR sobre 2*. Entao existe um AFD M:
M=(z,Q,9,q,,F)

— tal que ACEITA(M) = L.

 Construir um AFD M, tal que ACEITA(M.) = ~L

MC = (z, Qg 8¢, do, F)
e Como?

— Introduzir um novo estado (ndo final) d:
* Destino de todas as transacdes indefinidas;
* Q.=QU{d}(suponhad Q).

— Um ciclo em d para todo simbolo de &
* Garante a leitura de toda a entrada.

— Transformar estados finais em nao finais e vice-versa:
* F.=Q.—F

* Claramente, o autémato finito M. é tal que
ACEITAMMJ) =~L ouseja ACEITA(M,) = REJEITA(M)
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Operagdes fechadas sobre as LR

° M=({alb}l{qOIq]_Iqzqu}IS'qO’{qf})

° MC = ({ d, b }; { qOI qll q2l qfl d }l 5CI qO' { qO' ql' q2' d })
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Operagdes fechadas sobre as LR

* Suponhal,el,LR

* Propriedade de DeMorgan para conjuntos
L, N L, =~("L, U~L,)

* Como a Classe das LR é fechada para complemento e
uniao:
— Entao também é fechada para a interseccao.

Prof. Jodo Fernando Mari ( joaof.mari@ufv.br )



[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimiza¢do de AFD SIN 131 — Introdugdo a Teoria da Computagdo (PER-3)

Prof. Jodo Fernando Mari ( joaof.mari@ufv.br )

[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimizacao de AFD SIN 131 — Introduc&o a Teoria da Computacgdo (PER-3)
Outras propriedades

* Se L é uma LR aceita por um autémato finito M = (2, Q, 6, q,, F)
com n estados, entao L é:

— Vazia:
* Sse M nao aceita qualquer palavra w tal que
* |w|<n

— Infinita:
* Sse M aceita pelo menos uma palavra w tal que
*n<|w]|<2n

— Finita:
* Sse M nao aceita qualquer palavra w tal que
*n<|w]|<2n
— Contraposicao sobre L infinita.
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Outras propriedades

e Alinguagem é infinita sse aceita uma palavra w tal que:
—n<|w]|<2n:
— aabaa é aceita
— 3<|aabaa | <6

* Logo, a linguagem ¢ infinita.
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Outras propriedades

* Teorema mostra que:

— Existe um algoritmo para verificar se dois autdématos finitos
sao equivalentes:

* Reconhecem a mesma linguagem.

* Importante consequéncia:

— Existe um algoritmo que permite verificar se duas
implementacdes sao equivalentes.
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Outras propriedades

* Se M, e M, sdo AF, entdo existe um algoritmo para determinar
se:

ACEITA(M,) = ACEITA(M,)

* PROVA:
* Suponha M; e M, AFs
— ACEITA(M,) = L, e ACEITA(M2) = L,

* Portanto, é possivel construir um AF M3:
— Tal que ACEITA(M,) = L,

L,=(L,n~L)U(~L, nL,)

* Claramente, L, = L, sse L; é vazia.
— Existe um algoritmo para verificar se uma LR é vazia.
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 MENEZES, P. B. Linguagens formais e automatos,
6. ed., Bookman, 2011.

— Capitulo 4.

— + Slides disponibilizados pelo autor do livro.
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* FIM:
— [AULA 09] Propriedades das LRs — Minimizacao de AFD

* Préxima aula:
— [AULA 10] Maquina de Mealy e maquina de Moore
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Algoritmo de Minimizagao
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Algoritmo de Minimizagao

* Passo 1

— Construcao da tabela

T D% * Passo 2
— Marcacao dos pares { estado final, estado
a | X n3o-final }
a | X
a4 X | X | X
ds X | X | X
do | 9t | g2 | a3 | a4

Prof. Jodo Fernando Mari ( joaof.mari@ufv.br )



[AULA 09] Propriedades das LRs — Minimiza¢do de AFD SIN 131 — Introdugdo a Teoria da Computagdo (PER-3)

Algoritmo de Minimizagao

* {do a4}
(g, @) = g, 6(dg, b) = a,
6(a4, @) = g3 6(a,, b) = q,
— {9, 9,}e{q, q; } sdo ndo-marcados.
* Incluir{q,, q, } nas listasde{q,,q,}e{qg2,q3 }.
* {dop 05}
6(dq, @) = a, 6(qy, b) = q,
6(qs, a) = g, 6(as, b) = a3
— {94, 95 } é ndo-marcado (e { g,, 9, } € trivialmente equivalente).
* Incluir{ q,, qs } nalistade { q,, a5 }.
* {a, a9}
6(ay, @) = q; 6(ay, b) = q
6(a, a) = a,6(a, b) =qs
— {9, 0, } ¢ marcado: marcar{q,, q, }.
— {4, 9, } encabe¢a uma lista: marcar { q,, 9, }-
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Algoritmo de Minimizagao

¢ {qllq3}

6(ay, a) =q, 6(q,, b) =qq

6(ds, a) = a5 8(as, b) =q,
—{ay, a5 e {ay g, } sdo marcados: marcar{q,, q; }
— {q,, 95 } encabeg¢a uma lista: marcar { q,, 9 }

* {ayas}
6(d,, a) =d, 8(ay, b) = gs
6(Q3: a) = Js 6(Q3, b) = s
— {4, 95 } € ndo-marcado: incluir { q,, q5 } na lista de{ q,, q: }

* {a, 05}
6(ay, a) =d3 6(q,, b) =q,
6(gs, @) = q, 6(as, b) = q;
— {q,, g3 } € ndo-marcado: incluir { q,, 95 } na lista de{ g,, g5 }
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Algoritmo de Minimizagao

ar | X | > {do, 95}

2 | X ||X P {qo. a4}

@ | X |'&® > {qo, q4} === {q4, G5}
au | ®| X | X | X

as | | X | X | X il {ql2, 43}

do a1 g2 a3 44
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Algoritmo de Minimizagao

* Passo4.{q,, q5;}e{q, qs}sdo nao-marcados

— 0,3: unificagao dos estados g, e qs;.
— 0,5: unificagao dos estados finais g, e qc.

ar | X P> {qo. s}
a2 | X ||® B {do. qa}
s | X '@ = {q0, 94} =—> {q4, 5}
u | @ | X | X | X
as | & | X | X | X > {02, O3}
do a1 gz ds Q4
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